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Définir lim,_.., X, : pourquoi ?

v

Modeles de performances (ex : réseau, calcul)

v

Modeles de comportement (ex : réseaux sociaux)

v

Algorithmes randomisés, algorithmique distribuée
Algorithmique sur les grands graphes (e.g., codage)

v



Exemple : urnes de Polya (voir sujet popularité)
Xi=1 Y =1.
» Avec probabilité X,/(X, + Yn) : Xpy1 = Xp + 1
» Avec probabilité Y,/(Xs+ Yn) : Yoy1=Yn+1



Exemple : urnes de Polya (voir sujet popularité)

X1=1 Y =1

» Avec probabilité X,/(X, + Yn) : Xpy1 = Xp + 1
» Avec probabilité Y,/(Xs+ Yn) : Yoy1=Yn+1
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Exemple : urnes de Polya (voir sujet popularité)

X1=1 Y1 =1

» Avec probabilité X,/(X, + Y,) : Xpr1 =Xy +1
» Avec probabilité Y,/(X,+ Y,) : Yor1 =Y, +1
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Exemple : urnes de Polya (voir sujet popularité)
X1=1, Y =1.
» Avec probabilité X,/(X, + Y,) : Xpr1 =X, +1
» Avec probabilité Y,/(X,+ Y,) : Yor1 =Y, +1

Xn/(Xn + Yn)

200 400 600 800 1000



Modele de réseaux (voir sujet “page rank”)
Xny1 = max(Xy+ Yp,0) P(Y=1)=p, P(Y=—-1)=1—p.



Modele de réseaux (voir sujet page rank™)
X1 = max(X, + Yn,0) P(Y =1) =
p=04

B(Y = -1)

1—p.
p=20.6

1 traj

DA



Modele de réseaux (voir sujet “page rank™)
Xpi1=max(Xp + Yn,0) P(Y=1)=p, P(Y =—-1)=1—p.

p=0.4 p=0.6

1 traj




Quiz

P(X,=1)=1-P(X,=0) =
Deux propositions :

1
2

1. X, converge?
2. 157X, converge?

(A) 1 est vraie, 2 est fausse
(B) 2 est vraie, 1 est fausse
(C) 1 et 2 sont vraies

(D)
(E)

E

1 et 2 sont fausses

Je ne sais pas.



Quiz (2)

P(X,=1)=1-P(X,=0)
Deux propositions :
1. X, converge?

2. 157X, converge?

(A) 1 est vraie, 2 est fausse
(B) 2 est vraie, 1 est fausse
(C) 1 et 2 sont vraies

(D)
(E)

E

1 et 2 sont fausses

Je ne sais pas.



Quiz (3)

P(Z=1)=P(Z=0)=3.

Z sin=1
g X"_{ 1—X,_1 sinon

(A) X converge
(B) X ne converge pas
(C) Je ne sais pas.



Solution : il existe plusieurs notions de convergence

Convergence presque siire
Définition et exemples
Loi des grands nombres
Modeles de population
Résumé de I'épisode (précédent)

Convergence en loi
Définition et exemples
Théoreme central limite et intervalles de confiance

A retenir



Solution : il existe plusieurs notions de convergence

Convergence presque siire
Définition et exemples
Loi des grands nombres
Modeles de population
Résumé de I'épisode (précédent)



Quiz

Que veut dire “A est vrai presque siirement” :
(A) A est toujours vrai

(B) P(A) ~ 1 (A est vrai avec grande probabilité)
(C) P(A) =1



Convergence presque siire (et en probabilité)

(au tableau)



Exercice / Quiz : Ruine d'un joueur

On joue a pile ou face. Si au coup n, un joueur mise y, il gagne y
avec probabilité 1/2 et perd y avec probabilité 1/2.
La fortune initiale est Xo = 0 et la mise initiale est yp = 1.

> Il double la mise tant qu'il n'a pas gagné.

On note X,, sa fortune au temps n.
(A) X, converge vers 0 presque siirement.

)
B) X, converge vers 1 presque slirement.
) X, ne converge pas.

)

(
(C
(D) Je ne sais pas.



Ruine : simulation

Proba(gagner)=.5

Proba(gagner=.1)

DA



Loi faible / forte des grands nombres

(au tableau)



Application : calcul de 7




Application : calcul de 7
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Exercice (TD puis TP) : processus de branchement

Y!" est une suite de variables /.i.d.
La population X,, est définie par :

Xo =1
Xn

Xni1 = Y/
i=1

Exercice :

1. Calculer E(X,) en fonction de E(Y)
2. En déduire que :

» si E(Y,) < 1, alors la population s'éteint presque siirement.
» si E(Y,) > 1, alors la population converge vers l'infini avec
probabilité positive.



Quiz : vrai/faux

P(Z=1)=P(Z=0)=131.

Z sin=1
g Xn_{ 1—X,_1 sinon

(A) X, converge presque siirmement ou en probabilité.

(B) X, ne converge pas (presque stirmement ou en probabilité).



Quiz : vrai/faux
P(Y,=1)=P(Y,=0)=1.
> Xn=ZZ:1%Yk

(A) X, converge presque siirmement ou en probabilité.

(B) X, ne converge pas (presque siirmement ou en probabilité).



Quiz : vrai/faux
P(Y,=1)=P(Y,=0)=1.
> XnZZZ:ﬁYk

(A) X, converge presque siirmement ou en probabilité.
(B) X, ne converge pas (presque siirmement ou en probabilité).
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Résumé de |'épisode

Deux types de convergence. L

Convergence presque siire
Loi des grands nombre



Convergence presque siire
Définition et exemples
Loi des grands nombres
Modeles de population
Résumé de I'épisode (précédent)



Plan du cours

Convergence en loi
Définition et exemples
Théoreme central limite et intervalles de confiance



Modele de réseaux : rappel
Xpp1 =max(Xp,+ Y,p,0) P(Y=1)=p P(Y=-1)=1—p.

p=04

=} = = = £ DA



Modele de réseaux : fréquences empiriques d'apparition

DA



Modele de réseaux : fréquences empiriques d'apparition
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Modele de réseaux : fréquences empiriques d'apparition

4000




Convergence en loi, exemple de la loi de Poisson

(au tableau)



Convergence de la loi binomiale

DA



Exercice : Poisson

Soit X ~ Poisson(\) et Y ~ Poisson(u) deux variables
indépendantes.

X+ Y est:

(A) une loi de Poisson de paramétre Ay ;
B

(B) une loi de Poisson de parameétre A + p;
(C) une loi de déterministe de paramétre Ay ;
(D)

D) je ne sais pas.



Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X; = 1) =1 — P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage : 0,



Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X; = 1) =1 — P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage : 0, 1,0, 1, 0, 1,



Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,

1,01,0010011011011001,1,110,1,1,

1,0,1,1,1,00,1110,01,1,1,11,1,160,1,1,0,0,0,

0,1,10,1,0,0,0,



Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,
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Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,

0,1,1110,01010,0,0,1,0,0,0,
,0,1,01,010/1,10,0,1,1,0,0, 1,
,1,1001,1,10,1,0,1,1,0,1,0, 1,
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Confiance?

On dispose d'une piece biaisée P(X;

» On cherche a estimer p.
On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,

0,1,1110,01010,0,0,1,0,0,0,
,0,1,01,010/1,10,0,1,1,0,0, 1,
,1,1001,1,10,1,0,1,1,0,1,0, 1,
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Confiance?
On dispose d'une piece biaisée P(X; = 1) =1 —P(X; =0) = p.
» On cherche a estimer p.

On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,
1,01,001,001,10,1,1,0,1,1,0,0, ,1, , ,0,1,1,
1,0111,00111,001,1,1,1,111,0,1,1,0,0,0,
0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1111,0,01010,0,0,1,0,0,0,
1,1,0,1,1,0,01,1,01,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,
1,1,01,01,101,1,1,001,116010,1,1,0,1,0,1,
0,1,00101,1,0,1,1, 1,0, ,1,0,1,1,...

1 3 5 10 20 100
I3 X [00]0333...] 4] 07 [ 07] 057




Confiance?
On dispose d'une piece biaisée P(X; = 1) =1 —P(X; =0) = p.
» On cherche a estimer p.

On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,
1,0,1,001,0,0,1101,1,0,1,1,0,0,,1,,,0,1,1,
,011,1001,1,1,00,1,1,1,1,1,1,1,0,1, 1,0, 0, 0,
0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1111,0,01010,0,0,1,0,0,0,
1,101,1001,1,01,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0, 1,
,10101,101,1,100,1110101,1,0,1,0,1,
0.1,0.0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1, L,...
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Confiance?
On dispose d'une piece biaisée P(X; = 1) =1 —P(X; =0) = p.
» On cherche a estimer p.

On effectue des tirage: 0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0, 1,
1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,0, ,1, . ,0,1,1,
1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1, 0, 1,0, 0,0,
0,1,1,0,1,0,0,00,0,1,1, 1, 1001010001000
1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0, 1,
1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0, 1,
0,1,001,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0, 1, 1,..
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Histogramme de Z}iﬁo X;
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Avec des géométriques : P(X; = j) = p(1 — pY.
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Avec une exponentielle : P(X; < x) = exp(—Ax)




Théoreme central limite : exemple de la marche aléatoire

P(Xp=1) = P(X, = =1) = 0.5. 5, = >3 X».

> A quelle vitesse converge %5,, vers 07



Théoreme central limite : exemple de la marche aléatoire

P(Xp=1) = P(X, = =1) = 0.5. 5, = >3 X».

> A quelle vitesse converge %5,, vers 07
1

ﬁS" converge ?

» Est-ce que



Théoreme central limite : exemple de la marche aléatoire

P(X,=1)=P(X,=-1)=0.5.5,=>,_; X
> A quelle vitesse converge %5,, vers 07

» Est-ce que %S,, converge ?
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Théoreme central limite : exemple de la marche aléatoire

P(Xp=1) = P(X, = =1) = 0.5. 5, = >3 X».

> A quelle vitesse converge %5,, vers 07
1

» Est-ce que NG

S, converge?




Histogramme des Sygoo : les valeurs sont (principalement)
entre -40 et 40.
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Loi normale

e \2
Densité : f(x) = —% e 2(5")",

34,1% | 34,1%
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Théoreme central limite et intervalles de confiance sur la
moyenne

(au tableau)



Exercice : application aux sondages

Question Xy : P(Xx =1)=1—-P(Xx =0) = p.
Sn =D k=1 Xk

1. Calculer la variance de Xj
2. En déduire la variance de S,/n

3. Pourquoi dit-on souvent que la marge d'erreur d'un sondage
est de 3%7?



Exercice 2 : calcul de

i

/S
el |
~ e—

~

» La probabilité de tomber sur une arréte est 2/7 ~ 0.64.

» Combien faut-il faire d'expériences pour garantir k chiffres
apres la virgules?



Attention aux hypotheses... : Moyenne : X + 2%. ?

1. Indépendance.



Attention aux hypotheses... : Moyenne :

1. Indépendance.
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Ici : moyenne : X = 2.60, variance normalisée :

Vraie moyenne : 2.
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Attention aux hypotheses... : Moyenne :

1. Indépendance.

2. Probléme de variance
Loi de Zipf :

Soit Sp =157 1 X
> (Sn—np)/vn

I

=



Attention aux hypotheses... : Moyenne : X + 2%. ?

1. Indépendance.

2. Probléme de variance
Loi de Zipf :

Soit S, = %Zz:l X

> (Sp— np)/+/nex : (a =1.2)
n = 1000
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Attention aux hypotheses... : Moyenne : X +2-2.7

1. Indépendance.

2. Probléme de variance
Loi de Zipf :

Soit S, = %Zz:l X

> (Sp— np)/+/nex : (a =1.2)
n = 1000
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Les intervalles de confiance sur les quantiles sont plus
robustes

(au tableau)



Convergence presque siire
Définition et exemples

Loi des grands nombres
Modeles de population

Résumé de |'épisode (précédent)

Convergence en loi

Définition et exemples

Théoréme central limite et intervalles de confiance

A retenir
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A retenir

Deux types de convergence




A retenir

Deux types de convergence
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Loi des grands nombres




A retenir

Deux types de convergence

Loi des grands nombres

Théoreme centrale limite
intervalles de confiance.

2 e o do 20

E(X) = X + 2%
sous hypotheses
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